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Resumo

O presente trabalho consiste na obtencao de modelos matematicos que descrevem ade-
quadamente o comportamento dindmico de sistemas mecanicos translacionais. Através
desta modelagem adequada, foram realizadas simulag¢oes numéricas de medigoes das razoes
das amplitudes de saida e entrada, em funcao da frequéncia, de um sistema mecéanico
massa-mola amortecido, considerando erros de medi¢ao. Através dos dados gerados, que

simulam um conjunto de medidas experimetais, foram estimados os parametros deste

sistema.

Palavras-chave: Sistema mecéanico. Dinamica. Problema inverso. Estimacao.






Abstract

This work consists of obtaining mathematical models that properly describe the dynamical
behavior of translational mechanical systems. In addition, numerical simulations of the
amplitude ratio of the output and input measurements, as function of frequency, in a
mass-spring damped system were performed by introducing measurement errors. Through
these generated data, that simulate a set of experimental measures, the parameters of this

system were estimated.

Keywords: Mechanical systems. Dynamics. Inverse problem. Estimation.






Lista de ilustracoes

Figura 1 — Sistema Mecanico . . . . . . . . . .. .. . L L 35
Figura 2 — Magnitude e faseda FRF . . . . .. .. .. ... ... 39
Figura 3 — Parametros estimados do caso 1 para N=10 . . . . . .. .. ... ... 43
Figura 4 — Exemplo 1 docaso 1l para N=10. . . . . . . . ... .. ... ... ... 44
Figura 5 — Exemplo 2 docaso 1 para N=10. . . . . . . . . .. .. ... ... ... 44
Figura 6 — Todas as fungoes estimadas do caso 1 para N=10 . . .. .. .. .. .. 45
Figura 7 — Parametros estimados no caso 1 para N=100. . . . . . .. . .. .. .. 45
Figura 8 — Exemplo 1 do caso 1 para N=100 . . . . . . . . ... .. .. ... ... 46
Figura 9 — Exemplo 2 do caso 1 para N=100 . . . . . . . . .. .. .. ... .. .. 47
Figura 10 — Todas as fungoes estimadas do caso 1 para N=100. . . . . . . . . . .. 47
Figura 11 — Parametros estimados no caso 2 para N=10 . . . . . ... ... .. .. 48
Figura 12 — Todas as fungoes estimadas do caso 2 para N=10 . . . . .. .. .. .. 48
Figura 13 — Funcao e dados do valor atipico do caso 2 para N=10 . . . . . . . . .. 49
Figura 14 — Parametros estimados no caso 3 para N=10 . . . . . . .. ... . ... 49
Figura 15 — Todas as fungoes estimadas do caso 3 para N=10 . . . . .. .. .. .. 50
Figura 16 — Parametros estimados no caso 4 para N=10 . . . . . .. ... ... .. 50
Figura 17 — Todas as fun¢oes estimadas do caso 4 para N=10 . . . ... ... ... 51
Figura 18 — Funcao e dados do valor atipico do caso 4 para N=10 . . . . . . . . .. 51
Figura 19 — Exemplo do caso 2 para N=10 com concentracdo . . .. .. ... ... 52

Figura 20 — Todas as fungoes estimadas do caso 2 para N=10 com dados concentrados 52
Figura 21 — Estimativas do caso 1 com N=10e N=100 . . . . . . .. . ... .. .. 53
Figura 22 — Mdédulos das FRF para os casos 1, 2, 3 e 4 em funcao da frequéncia . . 54

Figura 23 — Estimativas dos parametros dos casos 1, 2, 3 e 4 com N=10 . . . . .. 55






Tabela 1
Tabela 2
Tabela 3
Tabela 4
Tabela 5
Tabela 6

Lista de tabelas

Sistema de segunda ordem . . . . . .. ..o 33
Parametros analisados . . . . . . . .. ... ... L. 39
Parametros de referéncia . . . . . . . ... ... 41
Parametros estimados do caso 1 com N=10 . . . .. . ... ... ... 43
Parametros estimados do caso 1 com N=100 . . . . . .. ... .. ... 46

Coeficientes de variacdo . . . . . . . . . . . . ... 54






S

D

Lista de simbolos

Tempo

Massa

Coeficiente elastico
Coeficiente de amortecimento
Numero imaginario
Frequéncia

Variavel aleatéria
Vetores unitarios
Vetor forca resultante
Vetor posicao

Vetor velocidade
Vetor aceleragao
Vetor momento linear
Vetor de parametros

Vetor de parametros estimados






1.1
1.2

5.1
5.2
5.3
53.1
5.3.2
5.3.3
53.4
5.35
5.3.6
5.4
54.1
542
543

Sumario

INTRODUCAO . . . .t ittt e e e e e et e et e e e 23
Objetivo . . . . . . . . . .. 24
Organizacdao . . . . . . . . . . . ... 24
MODELAGEM DINAMICA . . . . .. .. .. it ie .. 25
Abordagem Newtoniana . . . . . . . . ... ... 25
A MODELAGEM NO DOMINIO DA FREQUENCIA .. ... ... 29
Dominio da frequéncia . . . . . . . . ... ... 29
Transformada de Laplace e Funcao Transferéncia . . . . . . . . . .. 30
Estabilidade . . . . . . . . . ... .o 31
Funcdo Resposta em Frequéncia (FRF) . . . . .. ... ... ... .. 33

PROBLEMA DE EXCITACAO EM SISTEMA MECANICO . ... 35

Excitacdode base . . . . .. .. ... oo 35

PROBLEMA INVERSO DE ESTIMACAO DOS PARAMETROS

DO MODELO . . . .. . . . i e e e e e e e e e e 41
Geracaodedados . . . . . . . . ... 41
Funcao Custo . . . . . . . . . . . .. ... 42
Experimentos numéricos para estimacao dos parametros . . . . . . . 42
Caso lcom N=10 . . . . . . . . . . . . . 43
Caso 1com N=100. . . . . . . . . . . . . . e 45
Caso2com N=10 . . . . . . . . . . .. e 48
Caso3com N=10 . . . . . . . . . . . . 49
Caso4com N=10 . . . . . . . . . . . . e 50
Caso 2 com N=10 e dados concentrados . . . . . . . .. .. .. ..... 52
Discussao de resultados . . . . . . . .. ... ... 53
Nimero de dados medidos . . . . . . . . . . ... ... L. 53
Pardmetros distintos . . . . . . .. .. 54
Concentracao de dados em determinada regidgo . . . . . . .. ... .. .. 55
CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS . . ... ......... 57

REFERENCIAS . . . . . . . e e e e e e s s s 59



ANEXOS 61
ANEXO A - ALGORITMO DE GERACAO DE DADOS . .. ... 63
ANEXO B - ALGORITMO DE ESTIMACAO DOS PARAMETROS 65

ANEXO C - ALGORITMO DE GERACAO PARA OS DADOS CON-
CENTRADOS NOPICO ................ 67



23

1 Introducao

A fisica se fundamenta em observacoes experimentais e medidas quantitativas, na
qual um niimero finito de leis fundamentais representa os fenémenos naturais (HALLIDAY
RESNICK; WALKER, 2010, p. 3). Tais leis caracterizam o comportamento fisico de

sistemas tanto em estado de repouso (estatica) quanto em movimento (dindmica).

Os estudos dos movimentos de corpos iniciaram-se com Aristételes (382-322AC),
que modelaram a forma de pensamento da Idade Média. Na abertura de seu livro, Fisica
III, Aristételes menciona que a “Natureza é um principio de movimento e de mudanca
e é objetivo de nossas indagagoes. Devemos portanto estar certos de que entendemos o

9

que é o movimento, pois, se nao sabemos isso, também nao sabemos o que é a natureza’
(CHERMAN, 2005, p. 22).

Os principios da dindmica se desenvolveram com a contribui¢do de Galileu Galilei
(1564-1642) ao utilizar o método cientifico para elaborar as leis de queda de objetos. Com
a medicao do tempo, foi capaz de formular leis para o movimento dos corpos sob agao da

gravidade obtendo equagoes de movimento de corpos em mesmas condigoes.

As representagoes de fendmenos naturais consideradas base da mecanica classica
sao as leis de movimento definidas por Isaac Newton (1643-1727). Newton utilizou a
analise entre o espago e o tempo pelo célculo diferencial e integral e definiu novos conceitos
fisicos, como o conceito de forga, a fim de mensurar interacoes entre corpos distintos. Com
a definicdo de referénciais inerciais, utilizou-se da estrutura vetorial e do principio da
superposicao para analise de problemas. A primeira lei estabelece referenciais inerciais,
onde o movimento dos corpos pode ser descrito em termos da segunda lei. A terceira lei
postula o efeito de agao e reacdo, que garante a conservacao dos momentos linear e angular

total de um sistema isolado.

Posteriormente, foram desenvolvidas técnicas para sua aplicacao por Euler, D’Alembert,
Lagrange, Hamilton e outros. Assim, o comportamento de sistemas de maior complexi-
dade pode ser determinado, de modo menos dispendioso comparado com o tratamento

newtoniano.

Sistemas mecanicos massa-mola amortecidos tem sido estudados através de relagoes
fisicas constitutivas ideais abordados por diversos autores, na area da dinamica de corpos,
onde podemos citar, por exemplo, Timoshenko e Young (1948), Nussenzveig (2002), Inman
(2014) e Marghitu e Dupac (2012). Em que, a partir da validagdo experimental destas
relagoes, o modelo matematico proposto do sistema pode ser adotado para representagao

de seu comportamento.
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1.1 Objetivo

Este trabalho tem como objetivo a obten¢ao de modelos matematicos adequados

através da estimacao de parametros das relagoes fisicas pelo dominio da frequéncia.

Os modelos, fundamentados nas relagoes fisicas entre seus elementos constituintes,
sao determinados a partir de consideragoes do sistema. As relagdes preestabelecidas entao
devem ser comprovadas por procedimento experimental. Assim, além da modelagem,

analisa-se a adaptagao entre sistemas reais e os seus correspondentes modelos.

O modelo para o sistema mecanico analisado neste trabalho possui suas relagoes
fisicas consideradas lineares e invariantes no tempo. Portanto, o ajuste entre o modelo e os
dados reais ¢ obtido pelo problema inverso de estimagao de parametros. Por conseguinte,

o estudo apresentado concentra-se na andlise do processo de estimacao de parametros.

A partir da determinacao e validagao do modelo matematico, o comportamento
do sistema mecanico pode ser previsto e utilizado no controle e automacao de sistemas
dinamicos, amplamente utilizado em diversas areas da engenharia, por exemplo, geracao e
distribuicao de energia, sistemas de protecao e seguranga, transporte, telecomunicagoes,

processos de manufatura e em diversos setores na sociedade contemporanea.

1.2 Organizacao

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. No capitulo 2, apresentam-se a
modelagem dinamica de particulas e corpos rigidos concebidos por leis de movimento da

mecanica classica de Newton.

No capitulo 3, desenvolvem-se as etapas e consideragoes para a elaboragao da

funcao de resposta em frequéncia utilizada na estimacao de pardmetros do modelo.

No capitulo 4, encontra-se o modelo do sistema fisico de um corpo sobre excitagao

em sua base e sua correspondente funcao de resposta em frequéncia.

No capitulo 5, analisa-se o processo de estimacao de parametros pelo problema
inverso, a partir de dados gerados pela solugao do problema direto, abordado no capitulo

anterior.

Por fim, no capitulo 6 apresenta-se a conclusao com os respectivos resultados, bem

como possibilidades para trabalhos futuros.
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2 Modelagem Dinamica

Este trabalho ¢ baseado na modelagem classica de Newton, a qual pelas relagoes
fisicas modelam o movimento dos corpos em equagoes diferenciais de sistemas lineares

invariantes no tempo (LTT).

2.1 Abordagem Newtoniana

As equagoes de Newton descrevem o estado dindmico de particulas e corpos
rigidos por meio de um balanco de forcas e torques, onde os corpos ou particulas sao

individualmente analisados.

O estudo da mecanica newtoniana se divide entre a cinematica e a dindmica. A
cineméatica é composta pela andlise geométrica do movimento em relagao a determinado
referencial, na qual as posicoes, velocidades e aceleragoes dos corpos sao determinadas
vetorialmente. No espago fisico de trés dimensoes, suas trajetérias podem ser descritas
utilizando trés coordenadas referenciais a trés vetores unitarios. Por outro lado, a dinamica
é composta pela determinagao das forcas que agem sob os corpos. Neste tltimo estudo,
analisam-se as forgas aplicadas e as forcas resultantes de reacao nos corpos, sendo definidas

como forgas externas e internas respectivamente.

A primeira lei de Newton, em um determinado referencial, diz que todo corpo
mantém-se em estado de repouso ou em movimento uniforme em linha reta com velocidade
constante a menos que uma forga externa aja sobre ele. Assim, esta lei define a for¢a como

uma ac¢ao que tende a mudar o estado dinamico de um corpo.

Para compreender o comportamento de um corpo por acgao de uma forca é preciso
definir a cinematica do movimento. Esta é composta pela posi¢cao do corpo no espago fisico
de trés dimensdes e suas derivadas. As mesmas podem ser determinadas em um sistema de
coordenadas em R3, formado por trés vetores unitarios perpendiculares entre si, e1, e, € es,
e coordenadas expressas por fungoes escalares z(t), y(t) e z(t). Deste modo, a localizacao

do corpo, pode ser descrita pela fungao vetorial
r(t) = z(t)e; + y(t)es + z(t)es. (2.1)
Com sua primeira derivada no tempo, temos seu vetor velocidade definido por
v =T e sua segunda derivada no tempo seu vetor aceleracao definido por a = r.

O vetor momento linear ou momento de translacao p é definido como o produto

entre o vetor velocidade e a massa m do corpo

p = mv. (2.2)
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onde este é conservado em estado de repouso ou movimento uniforme em linha reta com

velocidade constante.

A segunda lei de Newton para o movimento diz que em um referencial estacionario,
a variacdo do momento no tempo de um corpo é igual a forca de acao sob ele. Assim,

define-se a forca em forma vetorial como

dp

F=—
dt’

(2.3)

Logo, tem-se que a segunda lei relaciona o movimento do corpo (forga inercial) pelo estudo
da cinemadtica, e a sua causa (forgas que agem sob o corpo) pelo estudo da dindmica. A lei

de movimento para um corpo com massa constante m se simplifica em
F = ma, (2.4)
onde a = v = . Deste modo, a equagao (2.4) implica que o vetor forca resultante F e o

vetor aceleracao a possuem a mesma direcao e sentido.

A terceira lei de Newton diz que quando um corpo exerce uma forga em outro,
este exerce também uma forca de igual intensidade e sentido oposto a primeira (forga de
rea¢ao). Em mecanismos newtonianos, as forgas agindo no sistema de corpos podem ser
divididas em forcas internas e externas. Forcas internas agem entre os corpos do sistema,
e forgas externas agem por fontes externas ao sistema. A forga resultante F em um corpo

é a soma de todas as forcas externas e internas que agem sob ele

F — Z Fewti + Z Fint].. (25)
? J

Logo, temos
Z Fe:):ti =+ Z Fintj = mr, (26)
i J
observe que o lado esquerdo da igualdade acima ¢ relativo a dindmica do corpo, e o lado
direito é relativo a cineméatica do movimento do corpo.

De uma forma mais geral, a forca resultante F atuando sob um corpo pode ter

dependéncia do tipo

F =F(r,r,t), (2.7)
onde se estabelecem as relagoes entre os vetores de forca, de posicao e velocidade.

Por exemplo, no dominio da mecanica translacional, as forcas para molas e amorte-

cedores ideais sao representadas pelas seguintes relacoes lineares

F.=—kr e F.=—cr. (2.8)
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Desta forma, a equagdo de movimento representada para este sistema corresponde

a uma equagao vetorial diferencial de segunda ordem para cada corpo

mi = F(r,r,t). (2.9)
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3 A modelagem no dominio da frequéncia

Neste capitulo é desenvolvido a representacao do modelo do sistema no dominio
da frequéncia. Primeiramente, discute-se a estimacgao dos pardmetros pelo dominio da
frequéncia na sec¢ao 3.1. Em seguida, para analisar o comportamento dinamico de um
sistema no dominio da frequéncia, utiliza-se transformadas integrais. Entao, define-se na

secao 3.2 a transformada de Laplace e a funcao de transferéncia do sistema.

Além disso, na secao 3.3, discute-se a estabilidade de sistemas LTI para a analise
no dominio da frequéncia. E finalizando, na secao 3.4, a func¢ao resposta em frequéncia

(FRF) é definida, representando o comportamento do sistema no dominio da frequéncia.

3.1 Dominio da frequéncia

Sistemas dindmicos podem ser representados diretamente por leis fisicas. Através
delas, constréi-se um modelo matematico que determina o comportamento dinamico
do sistema devido as agoOes externas, segundo o capitulo 2. A partir da resposta do
comportamento do sistema devido a uma conhecida excitagao é possivel a estimagao dos
parametros do modelo dindmico por uma andlise inversa. Para esta, a estimacao dos
parametros do modelo pode ser realizada por meio de experimentos nos dominios do tempo

e/ou da frequéncia.

No dominio do tempo, as fun¢oes matematicas que descrevem a dindmica dos
sistemas relacionam uma entrada e sua resposta em func¢ao do tempo. Para a estimacao
dos parametros destas funcoes, as respostas sao ajustadas as medidas obtidas do sistema

real pela aplicagao de um sinal de entrada especifico (pulso, degrau, etc).

No dominio da frequéncia, as fun¢des matemaéticas que descrevem a dinamica dos
sistemas relacionam entradas as respostas em funcao da frequéncia. Para a estimacao dos

parametros, as funcoes sao ajustadas pelas medidas de diferentes entradas e suas respostas.

Ambas as formas de estimacao apresentam resultados eficientes, entretanto observa-

se vantagens do procedimento no dominio da frequéncia, como:

e Reducao do volume de dados: grande quantidades de medidas no dominio do tempo

sao substituidas por poucas linhas espectrais em frequéncia;
e Facilidade na medicao: as medidas sao realizadas em regime permanente.

e Facilidade na reducao do ruido: as frequéncias do ruido diferem das frequéncias

excitadas na entrada do sistema, o que permite distingui-lo e reduzir o seu efeito na
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saida do sistema;

3.2 Transformada de Laplace e Funcao Transferéncia

Sistemas dindmicos LTT podem ser descritos facilmente por uma funcao de transfe-

réncia, através da aplicacao da transformada de Laplace.

Segundo Boyce e DiPrima (2010, p. 241), a transformada de Laplace de uma fungao

x(t) definida para ¢t > 0 é um operador linear obtido por

L{x(t)} = X(s) = /O T (et (3.1)

sendo que a funcao z(t) deve satisfazer as seguintes condigoes:

e x(t) seja seccionalmente continua no intervalo 0 <t < A para qualquer A positivo.

o |z(t)] < Ke™ quando t > M, onde K,a e M sdo constantes reais com K e M

necessariamente positivas.

Desta forma, a transformada X (s) existe para todo Re(s) > a.

Um dos beneficios em utilizar de transformadas de Laplace é que o processo de
resolucao de equagdes diferenciais ordinarias (EDOs) é simplificado para um problema

algébrico, como bem descrito por Kreyszig (2011, p. 203).

Ao aplicar a transformada de Laplace nas EDOs de sistemas LTI, sdo realizadas
manipulagoes algébricas, para a obtencao da fun¢ao de transferéncia da planta do sistema,
H(s). A funcao de transferéncia é uma conveniente representagao da relagao entre a entrada

e salda de sistemas LTI.

Para a simplificacao do estudo, as condigoes iniciais do sistema sao assumidas como
nulas, no entanto essa limitacdo nao é um problema. Segundo o principio de Duhamel
(principio de superposicao), as equagoes que possuem condigoes iniciais nao nulas podem
ser divididas em dois problemas. Em um problema consideramos a equacao diferencial nao
homogénea com as condigoes inicias nulas e no outro problema consideramos a equacao
diferencial homogénea com as condigOes iniciais ndo nulas. E sua resposta a condigoes

inicias sera a soma das respostas dos dois problemas.

A propriedade da Transformada de Laplace que relacionada com as derivadas de

funcoes, admitindo entao as condigoes iniciais nulas, é
LU ()} = " F(s), (3.2)

em que f(™(t) é a derivada de ordem n da funcio f(t).
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Em caso especifico, adota-se uma funcao de entrada u(t) no dominio de tempo

expressada pela fungao transformada

U(s) = L{u(t)}, (3.3)

enquanto que a fungdo de saida ou resposta z(t) pode ser expressa também como sua
funcao transformada

X(s) = L{z(t)}. (3.4)

Assim, ¢é definida a fungdo de transferéncia como

X(s)
H(s) = 3.5
=5 (35)
a qual relaciona a funcao de entrada e saida do sistema.
A funcao transferéncia assume a forma de funcao racional
N bynS™ 4+ b1 8™ 4+ b b
H(s) = D) _ D™ by 7 bus g (3.6)

D(8)  ans" + ap_15" 1t + ... Fais+ap’

sendo a, - b,, # 0, b; e a; constantes, e m e n nimeros naturais, em que m < n. De forma

equivalente podemos expressar os polindmios N(s) e D(s) em fungao das suas raizes

_ N(s) _ H(s —21)(s — 22)...(8 — zpn)
D(s) (s =pi)(s —p2)...(s = pn)’

em que K = by,/a, é uma constante. As raizes do numerador (z1, 23, ..., 2,,) € do denomina-

(3.7)

dor (p1,p2, ..., pn) sd@o chamadas de zeros e polos, respectivamente.

Para exemplificacao, considere a equacao de segunda ordem de um modelo de
sistema LTI
mi(t) + ci(t) + kx(t) = u(t), (3.8)

na qual u(t) é uma excitagdo externa do sistema. Aplicando a transformada de Laplace e
admitindo as condicoes iniciais nulas, temos
U(s) = ms*X(s)+csX(s) + kX(s)
= X(s)(ms*+cs+ k),

de modo que obtemos a fun¢ao de transferéncia de equagao

X(s) 1 B
U(s) ms2+es+k 52+

L
m
<

T

m

(3.9)

3.3 Estabilidade

A estabilidade é associada a ideia de permanéncia em um determinado estado, seja

em repouso ou em oscilagao constante.
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No caso em que os sistemas sao excitados por uma fonte externa, a estabilidade
implica que somente a resposta causada pela excitacdo permanece, enquanto a resposta

natural tende a zero.

A resposta do sistema no dominio do tempo a uma excitacgao u(t) é obtida aplicando

a transformada de Laplace inversa da equagao (3.5), assim
o(t) = L7HH(s)U(s)},

onde para sua resolugdo é aplicada a expansao em frac¢oes parciais de H(s)U(s).

A resposta natural do sistema é obtida pela tranformada inversa dos termos que

apresentam os mondmios com os polos de H(s) em seu denominador.

Com a transformada de Laplace inversa do tipo

K

o (s—p)

_ pt
= Ke?,
em que K é uma constante e p um possivel pélo de H(s). Nota-se que se p < 0, entao a
transformada inversa tera um decaimento exponencial e, entdo, estes termos tenderdo a

zero quando o tempo tender a infinito.

No entanto, os denominadores D(s), conhecidos com polinémios caracteristicos,
podem apresentar nao sé polos reais e distintos, como polos reais repetidos, e polds
complexos conjugados. Se os polos da fun¢ao de transferéncia tiverem suas partes reais ne-
gativas, a resposta natural do sistema para tais casos continuaréd apresentando decaimentos

exponenciais.

O polinémio caracteristico de segunda ordem representado na equagao (3.9), como

exemplificacao, pode ser escrito como
c k
D(s) =8>+ —s+ — = s+ bs +a,
m m
no qual a e b sdo parametros positivos, e seus dois polos sao encontrados por

b n b?
P12 = —35 - —a
2 4
Para os polos obtidos apresentam-se trés circunstancias distintas, apresentadas na
Tabela 1, assim como a transformada de Laplace inversa dos termos que apresentam os

mondmios formados pelos polos da fungao de transferéncia H(s).

Para os trés casos representados, observa-se que para a e b positivos as partes reais
dos polos da funcao de transferéncia sao sempre negativas, tendo assim um decaimento

exponencial na sua resposta, o que garante a estabilidade deste sistema.
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Tabela 1 — Sistema de segunda ordem

Caso Polos Termo em s Laplace inversa
b b2 K K b2
b? < 4a p1,2:—2i\/:j — . _ e_gtsen[(a—z)t]
(s+3) +(a=%) (o-%)
b K b
b2 == 4 —_ —— - Kt _§t
a P12 B (8 n %)2 €
b b? K K
b2 > 4 = — :i: _ - s1t _ sot
a P12 5 1 a (s — 51)(5 — 52) (81 — 32) (e e )

3.4 Funcdo Resposta em Frequéncia (FRF)

Em sistemas LTI, a FRF representa sua dinamica pelo ganho na amplitude e sua

diferenca de fase da sua resposta devido a um sinal de entrada.

Na FREF, a variavel s da fungao de transferéncia apresentada nas se¢oes anteriores
assume um valor complexo, como mostraremos a seguir. Se o valor de s ¢ restrito ao longo
do eixo imagindrio do plano complexo (isto é se s = jw), a func¢ao de transferéncia se torna
a FRF do sistema, H (jw).

Neste trabalho, para realizar o estudo no dominio de frequéncia assume-se um sinal
de entrada na forma, u(t) = ugsen(wt), cujo a transformada de Laplace é.
UoW

U(s) =

entdo pela fungdo de transferéncia, equacao (3.5), tem-se

Uow
X(s)=H(s)——.
(5) = H(s) 52
Utilizando expansao em fracoes parciais,
A B C C Cy
X(s)=——+ ——+ —+ 2 4+ : (3.10)
stijw Ss—jJw S—p1  S—pP2 S — Dn
em que p; sdo os polos de H(s), sendo distintos de +jw. Para obter A, aplica-se
A= lim (s + jw)uowH (s) B B(s + jw) B Ci(s + jw) B Cy(s + jw) o Ch(s+ jw)
Cs—jw s2 + w? s — jw s—p 5 — o s—pn |’
= H(—jg)uow’
—2jw

na qual o H(—jw) pode ser escrito na forma polar!, logo

A uO|fi(_J;vj))|€_j97 (3.11)

Todo ntimero complexo Z = a + bj, pode ser representado por Z = |Z |ejZ7

b A Z
em que |Z| =+va?+b% e /Z = arctan <) SeZ:;, |Z] Z1: e/Z = [Z— [Z.
a 2 2

1
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em que § = /H(jw). De modo analogo, obtém-se

(s = jw)uewH (s)] wo| H (jw)|e?
P (s? +w?) B 2j : (3.12)

Substituindo as equagoes (3.11) e (3.12) na equacao (3.10), tem-se

X(s) 2] + + ..+

S—p1 S—ps S —Dn

_ uo|H (jw)| [ —e7? N e? n Cy Cs Cy
S+Jjw s —jw

Para o modelo do sistema H(s) estavel, isto é, as partes reais dos polos negativas,

ao aplicar a transformada de Laplace inversa, a solugao assume a forma de
x(t) = e (t) + x4(2),

em que x.(t) é a solugao estével dada por

ug| H(jw)| [ —e9? e’ ] }
; — + .
29 s+ Jjw s —jw

zo(t) = L7} {

e x4(t) é a solucao assintotica

xa(t):ﬁ‘l{ G, G O }
S§—p1 S—DP2 §— Dn

Logo, tem-se

uo| H (jw)|

2 [—e e 4 eI 4 1, (1),

x(t) =
onde os termos da solugao assintética z,(t) decaem exponencialmente para zero. Logo,

considera-se a solugao estaciondria z.(t) como a solugao do sistema, em que

_efjeefjwt + 6j96jwt
27 ’

2e(t) = uo| H(jw)|
ze(t) = ug|H(jw)|sin(wt + 0).

A razao entre a amplitude da resposta e amplitude da entrada AR é funcao dada

por
uo| H (jw)|

Ug

AR(w) = = [H(jw)].

Entao, para sistemas LTT estaveis, a razao entre as amplitudes equivale ao médulo

da FRF, assim como o argumento da FRF equivale a diferenca de fase.
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4 Problema de excitacao em sistema meca-

nico

Neste capitulo estudaremos a modelagem dinamica de um sistema mecéanico exposto
a uma excitacdo externa. A modelagem utilizada possui relagoes fisicas representadas por
elementos ideais descrevendo sua dinamica por equagoes matematicas. Com as equagoes que
modelam o movimento, entdo, obtém-se sua funcao resposta em frequéncia correspondente,

a qual permite a analise no dominio da frequéncia.

4.1 Excitacao de base

O sistema mecanico escolhido para a modelagem ¢é constituido por um corpo de
massa m e uma mola. Considera-se a mola representada por um sistema mola-amortecedor
que é composto por um elemento de mola ideal e um elemento de amortecedor ideal em
paralelo, mostrado na Figura 1. A representacao da mola pelo sistema mola-amortecedor é
devido a sua capacidade de armazenamento e dissipacao de energia, caracterizada por seu

material constituinte.

x(t) )L
. m Massa

Mola-
Amortecedor

=

, Atuador de
uft) Posicdo
Figura 1 — Sistema Mecanico

A excitagao da base da mola é definida pela posi¢ao u(t) conhecida e a posigao
do corpo definida por z(t). Para o instante inicial considera-se o corpo m em estado
de equilibrio estatico, em que podemos negligenciar a forca da gravidade no sistema

balanceada pela deflexdo estatica.
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Pela abordagem de Newton, descrita no Capitulo 2, a cineméatica é dada pela
analise geométrica do movimento em relacdo a um sistema de coordenadas determinado
pelos vetores unitarios, e, es, e ez, na qual para o caso unidimensional temos a posi¢ao, a
velocidade e a aceleragdo da massa m determinados respectivamente por r(t) = x(t)es,
v(t) = &(t)es e a(t) = @(t)es. A dindmica é descrita pelas forgas que agem no corpo de

massa m causadas pela sua excitagao, sendo compostas pela forca da mola

Fi(t) = —k[z(t) — u(t)]eq, (4.1)
e a for¢ga do amortecedor

F(t) = —cli(t) — i(t)]es. (4.2)

A equacao vetorial de movimento do corpo m é obtida substituindo as equacoes
(4.1) e (4.2) na equagao (2.6), isto é
Fi(t) + Fc(t) = ma,
substituindo os vetores Fy, F. e a, temos que, em mddulo,
—k(x(t) —u(t)) — c(i(t) —u(t)) = mi(t),

e reorganizando os termos escreve-se a equacao de movimento como

mi(t) + ci(t) + ka(t) = ca(t) + ku(t). (4.3)

A equacgdo de segunda ordem acima pode ser escrita em duas equacoes de primeira

ordem
z(t) = v(t)
mo(t) = —k(x(t) —u(t)) — c(v(t) — a(t)),

em que define-se x e v como variaveis de estado.

(4.4)

As equacoes diferencias de primeira ordem sao definidas como equagdes do espago
de estado, em que o sistema de equagdes diferenciais permite uma generalizacdo para

sistemas de maior complexidade, por exemplo, com n corpos.

O sistema de equagoes do espago de estado é dado em notagdo matricial por
x(t) = Ax(t) + Bu(t), (4.5)
em que, neste caso, os vetores x(t) e u(t) sao
t t
<) = | e =)
v(t) u(t)

e as matrizes A e B, de coeficientes constantes, sao
0
Cc )
m

e}

‘ =
I |
@

s
I

= o
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el R g o ) B
0(t) - =L v(t) u(t)

Aplicando a transformada de Laplace em cada componente na equacao (4.5),

entao, temos

o

3= ©

Jlo

obtém-se

sIX(s) = AX(s) + BU(s),

ou equivalentemente

(s — A)X(s) = BU(s),

em que
s =1
sl —A) = )
e
Isolando X(s) temos
X(s) = (sI — A)"*BU(s), (4.7)
em que
s+ E 1
cs k cs k
24 b= 24— —
m m m
(s —A)' =
k
— .
cs k cs k
24— 4 — s ——
L m m  m

Observa-se que o determinante de (sI — A) é polinémio caracteristico do sistema.
Neste caso, temos uma equacao de segundo grau como na secao 3.3, sendo assim comprovada

sua estabilidade para os parametros positivos.

A partir da equagao (4.7), tem-se

_ .\ c i
S JR—
m 1
cs k cs k
24— — 24— —
X(s)| mem mem 0 0| |U(s)
V(s) k % <1 1sU(s) ’
— s
cs k cs k
24— — 24— —
L m m m  m
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sendo escrita como

5, | CS k , | CS k

+E+7 S‘f‘a“r‘g
X(s) _ 0 (s)
V(s k Sel T

- <
5 , CS k 5 , CS k
+—+— 24+ —+ —
L m m m

m s
5 , CS k 5 , CS k
+ —+— 24+ —+ —
L m m m m
(is—i—%)
= (s)

A funcao de transferéncia do sistema dindmico, segundo a equagao (3.5), é

X(s) (%S-l-%)
H(S)_U(s)_52+ﬁs+%' (4.8)

E a FRF do sistema é obtida pela fun¢ao de transferéncia avaliada em s = jw
(secao 3.4)
£+ o

H(jw) = i

- (4.9)

m
Para analisar o comportamento do modelo, os pardmetros foram preestabelecidos em
quatro casos distintos. Neste trabalho, o parametro de massa m é fixo em 10 kg em todos os
casos, e os parametros dos coeficientes de rigidez e amortecimento da mola sao apresentados
na Tabela 2 para cada caso. Os valores do coeficiente de rigidez foram obtidos de exemplos
do livro de (NORTON, 2014). E para os coeficiente de amortecimento dos casos 1 e 2
foram estipulados pelas razdes de amortecimento ! de 0,1 e 0,05, respectivamente, também

utilizados para os casos 3 e 4, sendo suas razoes de amortecimento aproximadamente de
0,167 e 0,084, respectivamente (INMAN, 2014).

Considerando a massa m fixa e conhecida, os parametros constantes k e ¢ podem

: A k c : -
ser representados por dois pardmetros a e b, sendo a = — e b = —. Assim, a equagao
m m

~ . . c k
1" Razdo de amortecimento definida como & = T em que wy, = 1/ —.
mwy, m
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Tabela 2 — Parametros analisados

Coef. de rigidez da mola [N/m] Coef. de amortecimento [Ns/m)]

Caso 1 12.258,88 70,02
Caso 2 12.258,88 35,01
Caso 3 4.378,17 70,02
Caso 4 4.378,17 35,01

(4.9) torna-se

a+ bjw

H(jw) = (4.10)

a— w?+ bjw

em forma polar
| NG
| H (jw)| = , (4.11)
\/(a — w?)? 4 h?w?

H(jw) = tan™* (Z%")—tcm—l( b ) (4.12)

a a — w?

As FRFs do modelo com os conjuntos distintos de pardmetros preestabelecidos de
cada caso sao representadas graficamente na Figura 2, onde sao descritas através de seu
moédulo (magnitude) |H (jw)|, em decibéis, e de seu argumento (fase) /H(jw), em graus,

para cada conjunto de parametros.

A0}
40 ¢

— Caso 1
% Caso 2
= 20 Caso 3
5 P Caso 4
2 &
% 0 _._——';_'_':{— "
=
HHR\
H.\_\_\_\_\_._ S
20 e

' . —
135} \ \ e
e = —

Fase (deqg)
=

10’ 102
Frequéncia (rad/s)

Figura 2 — Magnitude e fase da FRF
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Entao, obtemos o modelo para o sistema mecamico translacional. Caso a aplicacao
da excitacao seje através de um motor elétrico, pode-se considerar as relagoes entre
os componentes elétricos e assim interligar o dominios da elétrica e mecanica. Deste
modo, a utilizacdo de representagoes que integra estes diferentes ramos da ciéncia e
da engenharia como a representagao por grafos de ligacao (KARNOPP; MARGOLIS;
ROSENBERG, 2012) tornam-se ferramentas facilitadoras na modelagem. Esta, além da
mecanica translacional, torna-se de maneira pratica a modelagem de forma unificada a

mecanica rotacional, sistemas elétricos, hidraulicos, térmicos e outros.
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5 Problema inverso de estimacao dos para-

metros do modelo

O problema inverso consiste em determinar as causas (desconhecidas) a partir da
observacao e medicao de seus efeitos, no qual este pode aparecer de duas formas. A primeira
forma se da pelo problema de reconstrucao, onde o sistema possui parametros conhecidos
e, através da observacao da resposta do sistema, encontra-se a sua correspondente entrada
de excitagao. Este problema é também conhecido como problema de reconstrucao de
fonte. A segunda forma, objetivo de estudo apresentado neste capitulo, é o problema
de identificacdo, ou conhecido como problema de reconstrucao de parametros, em que,
conhecendo-se a entrada de excitagao do sistema e também sua resposta, estima-se os

parametros do modelo do sistema fisico.

No capitulo 3, vimos que para sistemas estaveis excitados por sendides, o médulo da
FRF do modelo |H (jw, )| equivale a razdo das amplitudes AR(w) da posigao de entrada
e de sua correspondente posicao de resposta do sistema real apds o sistema entrar em
regime permanente. Assim, os parametros do modelo representados por 8 sao estimados

pelas medigoes de AR(w).

Neste capitulo estudaremos a estimagao de parametros em distintos casos do
problema de excitagao de base, referente ao capitulo 4. Deste modo, na se¢ao 5.1 os dados
das medigoes de AR(w) sao gerados. Na se¢ao 5.2, a fung¢do custo é descrita assim como
seu método de minimizacao, onde os resultados das estimacoes de parametros obtidos sao

apresentados na secao 5.3. Este ¢ finalizado com as discussoes dos resultados na segao 5.4.

5.1 Geracao de dados

Os dados foram gerados pela resolucao do problema direto, ou seja, pelo problema

onde sao conhecidos os dados de entrada e os parametros
Para isto, os parametros a e b do modelo da FRF do capitulo 4 foram previamente

determinados. Assim, a Tabela 3 é construida para quatro casos distintos.

Tabela 3 — Parametros de
referéncia

all/s?]  b[1/s]

Caso1 1225888 7,002
Caso 2 1.225888 3,501
Caso 3 437,817 7,002
Caso 4 437,817 3,501
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Na geracao de dados, N frequéncias w; sdao estipuladas, em que w;io — wiy; =
wit1 —w; para 1 = 1,..., (N — 2), isto é, equidistantes entre si. Assim, obtem-se seus N
correspondentes moédulos da FRF, os quais sao adicionados um erro relativo aleatério com

distribuicao uniforme expresso pela variavel aleatéria v, sendo
AR (w;) = |H (jw;)| vi, i=1,..,N.
Adotou-se para os problemas estudados a variavel aleatéria v;, para cada i, sendo
v; ~U[0,7;1,3],

representando um numero real obtido aleatoriamente em uma distribuicao uniforme entre
0,7 e 1,3, que representa uma margem de erro de 30%. O algoritmo adotado no MATLAB®!

para a geracao de dados estd presente no Anexo A.

5.2 Funcao Custo

A fungao custo adotada, segundo o método de minimos quadrados, é

V(0) = > _(AR™ (w;) — [H (juw;, 0)])*,

i=1
em que @ = (a,b) é o vetor de pardmetros a ser estimado, AR (w;) representam as razoes
das amplitudes geradas pelos respectivos w; e |H (jw;, 0)| representam os valores da funcao

dos parametros avaliada em w; gerados.

A estimacao dos parametros é formulada por um problema de minimizacao dado
por
V() = minge; V(8),
sendo I o conjunto de busca viavel para 0, e 0 o vetor de parametros estimados que
minimiza a fungdo custo. Para a minimizacao da funcao no presente trabalho utilizou-se o

método simplex com o uso da funcdo fminsearch do MATLAB®, Anexo B.

5.3 Experimentos numéricos para estimacao dos parametros

Os parametros foram estimados para os dados gerados dos casos da Tabela 3.
Para cada experimento, vinte estimacoes de parametros foram realizadas através de vinte

geragoes distintas de NV pares de dados, os quais serao abordados nas seguintes subsegoes.

A dispersao relativa dos parametros estimados é calculada pelo coeficiente de
variacao (C'V'). Os CV'’s representam os desvios padrao amostrais sobre a média amostral
dos parametros estimados

desvio padrao amostral

CV = T
média amostral
1 MATLAB® (MATrix LABoratory) trata-se de um software interativo de alta performance.
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5.3.1 Caso 1 com N=10

Para o caso 1, onde a = 1.225,888 1/s* ¢ b = 7,002 1/s, sdo estimados vinte pares
de parametros, a e lA), e cada qual realizado por distintos conjuntos de 10 pares de dados
gerados. Os parametros estimados estao na Tabela 4 e representados graficamente na

Figura 3. Os C'V’s dos parametros estimados a e b sdo respectivamente 0,0411 e 0, 1772.

Tabela 4 — Parametros estimados do caso 1 com N=10

Geracoes a [1/s?] b [1/s]

1 12468 8,6
2 1112,9 6,9
3 11343 7,8
4 11898 6,1
5 11472 73
6 1150,9 6,3
7 12848 6,7
8 12032 6,9
9 12562 10,3
10 1112,5 6,2
11 1175,1 7

12 1198,7 5,5
13 1186 5,3
14 1148,6 7

15 12114 7.1
16 12254 8.1

17 12385 8,7
18 1221,0 9,2

19 1269,2 7
20 11778 54
11
L]
10
]
— ® .
i
E 8 . '
= [
* * | *
]
& u e
. g *
5
1100 1150 1200 1250 1300
a[1/s%
@ Parametros estimados M Parémetrosdereferéncia

Figura 3 — Parametros estimados do caso 1 para N=10
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As Figuras 4 e 5 mostram dois exemplos, nos quais representam a curva gerada pelo
maior e o menor valor dos pardmetros estimados b, respectivamente. As figuras contém
os dados gerados, as fungoes modulo da FRF correspondentes aos parametros estimados

(fungao estimada) e aos pardmetros utilizados na geracao dos dados (fungao referéncia).

56
5k
< Dados
45} Fungdo referéncia
Fungdo estimada
4 -
East
£
= 3
3
=
I 2s5f
2F
15}
] 5
Pl o g ® k
(o]
DS 1 Il Il 1 Il Il 1 Il Il ]
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
w [rad/fs]
Figura 4 — Exemplo 1 do caso 1 para N=10
7
&F
& Dados &
Fungéo referéncia
5t Fungao estimada
sy o
£ 4}
£
5
=
aF
g &
) e
e e
o
D 1 L L i L L L 1 L ']
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
w [rad/s]

Figura 5 — Exemplo 2 do caso 1 para N=10

Na Figura 6 sao graficadas todas as funcoes estimadas, assim como a funcao de

referéncia em destaque por larga espessura.
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] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
w [rad/s]

Figura 6 — Todas as fungoes estimadas do caso 1 para N=10

5.3.2 Caso 1 com N=100
Ainda para a caso 1, realizando o mesmo procedimento, porém agora tomando
N = 100 temos os vinte parametros estimados na Tabela 5 distribuidos na Figura 7 Os

CV’s dos parametros estimados a e b sdo respectivamente 0,0159 e 0, 0639.

85
L ] L] *

7.5 *
- L
= ™ . Ha e .
o . ® .
= * .

6.5

L]
*
5.5
1150 1200 1210 1220 1250 1240 1250 1260 1270
a[1/s%]
@ Pardmetros estimados @ Parémetros dereferénca

Figura 7 — Pardmetros estimados no caso 1 para N=100

As Figuras 8 e 9 mostram também os dois exemplos, agora com N = 100, nos
quais representam a curva gerada pelo maior e o menor valor dos parametros estimados

13, respectivamente. As figuras contém os dados gerados, as fun¢gdes modulo da FRF
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Tabela 5 — Parametros estimados do caso 1 com N=100

Geracoes a [1/s?] b [1/s]

1 1237.8 7

2 1243,3 7

3 1260,4 6,7
4 12182 7,7
5 12383 6,8
6 12079 5,9
7 12328 6,8
8 1228,2 7

9 12192 6,1
10 1253,1 6,9
11 1228.3 7

12 12494 7,7
13 12058 6,7
14 1262,6 7

15 1264,1 7.6
16 12058 6,7
17 12175 7,1
18 1201,4 7

19 12459 7.3
20 12162 7,4

correspondentes aos pardmetros estimados (fun¢ao estimada) e aos pardmetros utilizados

na geracao dos dados (fungao referéncia).

O Dados o
G Fungao referéncia
Fungao estimada
ao o

5t
E
-~ 4F
E
2,
==

2t

]

Figura 8 — Exemplo 1 do caso 1 para N=100
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Figura 9 — Exemplo 2 do caso 1 para N=100

Na Figura 10 sao graficadas todas as fungoes estimadas, assim como a funcao
de referéncia em destaque por larga espessura. Na qual, observa-se melhor ajuste com a

funcao de referéncia do que na subsecao anterior.

[H{ew)] [m/mm]

D Il L 'l i L i I 'l L
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

w [rad/s]

Figura 10 — Todas as fungoes estimadas do caso 1 para N=100
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5.3.3 Caso 2 com N=10

Para o caso 2, foram utilizados a = 1.225,888 1/s% e b = 3,501 1/s para a geragdo
dos dados. Com os vinte conjuntos de dados gerados distintos, os vinte pares de pardmetros

foram estimados, expressos na Figura 11. Os C'V'’s dos pardmetros estimados @ e b sdo

respectivamente 0,0281 e 0, 3139.

& L
.
5 e®
. .
v 4 .,
= L ] * n L
a3 [
L
:
[ [
2
1 ]
1160 1180 1200 1220 1240 1260 1280 1300 1320 1340
af1/s7]
@ Pardmetros estimados @ Parametros dereferéncia

Figura 11 — Parametros estimados no caso 2 para N=10
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Figura 12 — Todas as fungdes estimadas do caso 2 para N=10

Ao esbocgar todas as fungoes estimadas na Figura 12, observa-se um valor atipico,

na qual seus dados e sua fungdo estimada sdo mostradas na Figura 13. Com isto, vemos
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uma necessidade de gerar uma maior quantidade de dados nas regioes de pico, que serd

tratada na subsecao 5.3.6.

35
30+
2 Dados
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Fungdo estimada
E
= 20
E
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L
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/
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/}/ \\
— O
ol® o & —og—o0—F —
1] 5 10 158 20 25 30 358 40 45 50

w [rad/s]

Figura 13 — Funcao e dados do valor atipico do caso 2 para N=10

5.3.4 Caso 3 com N=10

Para o caso 3, foram utilizados a = 437,817 1/s? e b= 7,002 1/s para a geragao
dos dados. Os vinte pares de parametros foram estimados, expressos na Figura 14. Os

C'V'’s dos parametros estimados a e b sdo respectivamente 0, 0786 e 0, 2568.

12
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.
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®
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o
= 8 . 5
= L]
0
7 » e *n
6 - . . &
. o T
5
]
a
350 370 590 410 430 450 470 480 510 530
a[1/s7
® Pardmetrosestimados W Pardmetros dereferéncia

Figura 14 — Parametros estimados no caso 3 para N=10
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4-5 L) IF.N\I L
w [radis]
Figura 15 — Todas as fung¢des estimadas do caso 3 para N=10
Na Figura 15 sao graficadas as fungoes estimadas, onde apresentam um razoavel
ajunte.

5.3.5 Caso 4 com N=10

Para o caso 4, foram utilizados a = 437,817 1/s? e b = 3,501 1/s para a geragao

dos dados. Os vinte pares de parametros foram estimados, expressos na Figura 16. Os

CV’s dos parametros estimados a e b sdo respectivamente 0, 0558 e 0, 2407.

380

4
L]
L] | ]
L]
e ® “ ¢
L ] '..
L]
[}
400 420 440
a[1/5%

@ Pardmetros estimados

m Parametros dereferéncia

460 48D

Figura 16 — Parametros estimados no caso 4 para N=10
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o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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Figura 17 — Todas as fungbes estimadas do caso 4 para N=10

Ao graficar todas as funcoes estimadas, na Figura 17, observa-se também um valor

atipico, na qual seus dados e sua fungao estimada sao mostradas na Figura 18.

Figura 18 — Funcao e dados do valor atipico do caso 4 para N=10
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5.3.6 Caso 2 com N=10 e dados concentrados

Para obter uma estimagcao de parametros mais precisa, de modo a evitar a ocorréncia

de valores atipicos, é requerida uma maior concentracao de pontos nas regioes de maiores

taxas de variacao.
Foi realizado o experimento da subsecao 5.3.3 de maneira distinta, em que sao

gerados 6 pares de dados e encontrado o par que possui o maximo valor do médulo da

FREF. Entao, é gerado dos outros 4 pares proximos a este, concentrando-os nesta regiao. O

algoritmo em MATLAB® utilizado encontra-se no Anexo C.

12¢

104 ©  Dados A
FL.II'IG?EI ref?rencia [ \
Fungao estimada | ".':3
B I|I \.
)
E
] |
3 & \
= I,u' \
L i
= 1

o

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
w [rad/s]

Figura 19 — Exemplo do caso 2 para N=10 com concentracao

0 . . . . ) . : . .
20 25 30 35 40 45 50
w [rad/s]

Figura 20 — Todas as fungoes estimadas do caso 2 para N=10 com dados concentrados
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Para este experimento, os C'V'’s dos parametros estimados a e b sdo respectivamente
0,0192 e 0,1262. Eliminando os valores atipicos e melhorando consideravelmente a precisao

das estimativas.

5.4 Discussao de resultados

Com base nos resultados obtidos podemos inferir sobre a influéncia na estimagao de
parametros pelo nimero de dados medidos, a influéncia dos valores distintos dos pardmetros
no problema de excitacao de base e a influéncia da concentragao dos dados medidos no

pico. Deste modo, esta secao ¢ organizada em trés subsecoes.

5.4.1 Numero de dados medidos

Considerando um mesmo caso, isto é, o mesmo sistema analisado, a influéncia da
quantidade de medidas necessarias para a estimacao dos parametros sao descritas pela

comparagao das subsegoes 5.3.1 e 5.3.2.

Os vinte parametros estimados com N = 10 medidas e os vinte parametros

estimados com N = 100 medidas dos experimentos sao esbocados na Figura 21.

11
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= . .
bl L]
7 e ~“*" B _ee L @
[ ] *e .
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5
1100 1150 1200 1250 1300
a[1/s%]
# Parametros estimados (N=100) M Parametros de referéncia
Parametros estimados (N=10)

Figura 21 — Estimativas do caso 1 com N=10 e N=100

Os coeficientes de variagao em porcentagem dos parametros estimados foram
CV,=4,11%e CV, = 17,72% para N = 10 e CV, = 1,59% e C'V}, = 6,39% para N = 100.
Logo, a precisao das estimativas foi aproximadamente 2, 58 vezes maior no parametro a e

2,77 vezes maior no parametro b com o aumento do nimero de dados medidos.
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5.4.2 Parametros distintos

Os parametros do sistema sao os valores que identificam uma colecao de distintos
casos em um problema. O comportamento do médulo da FRF é determinado pelos
parametros a e b, entao podemos analisar através dos experimentos das subsecoes 5.3.1,
5.3.3, 5.3.4 e 5.3.5 a influéncia do formato da funcdo médulo da FRF na estimacao dos

parametros.

Para a visualizacdo do comportamento da func¢ao em funcao dos parametros no
modelo, os padroes das fungoes de referéncia utilizadas na geracao de dados sao esbogados
na Figura 22. Além disso, na figura sao esbogadas as localizagoes das frequéncias utilizadas

na geracao dos dados para os experimentos das subsecoes 5.3.1, 5.3.3, 5.3.4 e 5.3.5.

12 i | T T T ! T T
Caso 1
Caso 2
10} Caso 3 ..n,
Caso 4 | '.I
Frequéncias f11
1|1
) 1
8t [\
Ly | |II II
"-E-. / II|
E
3 \
= e |
0 \.n

] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
w [rad/s]

Figura 22 — Modédulos das FRF para os casos 1, 2, 3 e 4 em fungdo da frequéncia

A estimacao dos pardmetros realizadas sobre os dados gerados sao apresentadas na
Figura 23. E a partir de suas estimativas foram calculados seus coeficientes de variagao

apresentados da Tabela 6.

Tabela 6 — Coeficientes de variagao

Casos a b cv, CV,

1 1225,888 7,002 4,11 17,72
2 1225,888 3,501 2,81 31,39
3 437,817 7,002 7,86 25,68
4 437,817 3,501 5,58 24,07
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Figura 23 — Estimativas dos parametros dos casos 1, 2, 3 e 4 com N=10

Logo, os C'V'’s estao relacionados a intensidade do pico de ressonancia obtida pela

relacao entre a e b, parametros do sistema.

5.4.3 Concentracdo de dados em determinada regido

A elaboracgao de medidas concentradas nas regioes que possuem um alto indice de
variacao resultam na melhor estimacao dos parametros. Comparando as subsecoes 5.3.3 e
5.3.6, os coeficientes de variacao em porcentagem dos pardmetros estimados foram de 2.8%
para 1,9% para o pardmetro a e de 31.4% para 12, 6% para o pardmetro b. Logo, a precisao
na estimacao dos parametros foi de aproximadamente 1,47 vezes maior no parametro a e
2,49 vezes maior no parametro b com a concentragao dos parametros. Esta equivale ao
aumento da precisao das estimativas do parametro b pelo aumento do niimero de dados

medidos de 10 para 100 dados.
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6 Conclusao e trabalhos futuros

A proposta de estimacao de parametros do modelo de um sistema dindmicos no
dominio de frequéncia foi estudada atingindo o objetivo do trabalho com a realizacao de

experimentos numéricos para visualizacao do procedimento.

A modelagem, descrita neste trabalho, determina o comportamento de sistemas
representados pelo problema de excitacao de base utilizando estimacao de seus parametros
através da realizacao de experimentos no dominio da frequéncia. Com este procedimento,
obtém-se entao representagoes matematicas que aproximam-se do comportamento exato

do sistema, em que sdo amplamente utilizados na area de controle dinamico.

No processo de estimacao no dominio da frequéncia, através da andlise comparativa
dos resultados dos experimentos nimericos, foram observadas as influéncias dos dados
a serem medidos. Assim, as medicoes, realizadas independentemente por experimentos
no dominio da frequéncia, podem ter seu numero reduzido sendo estas corretamente

localizadas no grafico da FRF.

Para trabalhos futuros, consideram-se a implementacao experimental pratica do
processo de estimacao dos parametros por um motor elétrico como fonte de excitagao,
em que este pode ser incorporado ou nao ao modelo do sistema, e o aprimoramento das

analises estatisticas.

Além disso, destacam-se como trabalhos futuros o estudo de relagbes nao lineares e

a utilizacao de outros tipos de sinais de entrada.
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ANEXO A - Algoritmo de geracao de dados

clear ;

cle;

wmax=>50; %frequencia maxima

n= 10; Ymumero de dados

p= wmax/n; Y%opasso

intl=-0.3; %fracao de erro inferior da funcao
int2=0.3; %fracao de erro superior da funcao
aid= 437.817; %parametros ideias

bid =3.501; Y%parametros ideais

contl = 1; %contador

for w=1:p:wmax

WI = W;

freq(contl) = wr;

mod(contl)= (((aid"2)+(bid"2)x(wr~2))/((aid—(wr~2)) 2
+ (bid72)x(wr™2))) " (1/2);

contl=contl+41;

end

cont2= 1;

for w=0.5:p:wmax

el=random (' Uniform ', intl, int2);

mod (cont2)=mod(cont2) + mod(cont2)*el;
cont2=cont2 + 1;

end

scatter (freq, mod, 30);
hold on;

x=linspace (0 ,wmax);

mod_ideal= (((aid™2)4+(bid"2)*x(x.72))./((aid—(x.72)).72
+ (bid72)x(x.72))).7(1/2);

plot (x, mod_ideal);

Tempo médio de execucao foi de 0,05 segundos.
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ANEXO B - Algoritmo de estimacao dos

parametros

clear ;
cle;

%chute inicial

a= 600;
b= 5;
p0 = [a bJ;

options = optimset ('PlotFcns’, @Qoptimplotfval);
p = fminsearch(V, p0, options)

function V=erro_quad(p)

%Parametros do modelo

a=p (1);

b=p (2);

%Dados obtidos

%Instante inicial

x1l= [5 13.33333333 21.66666667 30 32.77777778 35.55555556 38.33333333
41.11111111 43.88888889 46.66666667];

x=transpose (x1);

%Coluna variacao da saida

y1=[0.799628286 1.307003208 1.221858569 3.648223718 6.419351229
8.856017902 4.515414877 2.800758458 1.972542983 1.557974773];
y = transpose(yl);

%Calcula a resposta esperada

y_esp = modelo(x, a, b);

%Calcula o erro quadratico medio

erro =y — y_esp;

V= mean(erro. 2);

function y_esp = modelo(x, a, b )
M = length(x);

y_esp = zeros (M, 1);

for k=1:M,

var_x = x(k);
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if (var_x>0),

y_esp(k) = (((a™2)+(b"2)x(var_x"2))/((var_x"4)+ ((b72) — 2xa)*(var_x"2)
+ (a72)))7(1/2);

else

y_esp (k)=0;

end

end

Tempo médio de execucao foi de 0,01 segundos.
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ANEXO C - Algoritmo de geracao para os

dados concentrados no pico

clear ;

cle;

wmax=50; %frequencia maxima

n= 6; Y%mumero de dados

p= wmax/n; %opasso

intl=-0.3; %fracao de erro inferior da funcao
int2=0.3; %fracao de erro superior da funcao
aid= 1225.888; %parametros ideias

bid=3.501; %parametros ideais

contl = 1;

for w=5:p:wmax

wWr = w;

freq(contl) = wr;

mod(contl)= (((aid"2)+(bid"2)x(wr~2))/((aid—(wr~2))"2 +
(bid~2)%(wr™2)))"(1/2);

contl=contl+1;

end

modpico=0;

wpico=0;

cont2= 1;

for w=5:p:wmax

el=random (' Uniform’, intl, int2);
mod ( cont2)=mod(cont2) + mod(cont2)xel;
if mod(cont2)>modpico

modpico=mod (cont2);

wpico=freq (cont2);
wpicoa=wpico—p;

wpicod=wpico+p;

end

cont2=cont2 + 1;

end
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div=4;
wrel=(wpicod — wpicoa)/(div+2);

for w=(wpicoat+wrel): wrel:(wpico—wrel)

el=random (' Uniform’, intl, int2);

mod(cont2)= (((aid”2)4+(bid"2)x(w"2))/((aid—(w"2))"2 +
(bid™2)x(w"2)))"(1/2);

mod(cont2)= mod(cont2) + mod(cont2)*el;

freq(cont2)=w;

cont2=cont2+1;

end

for w=(wpico+wrel): wrel:(wpicod—wrel)

el=random (' Uniform ', intl, int2);

mod(cont2)= (((aid™2)4+(bid"2)x(w"2))/((aid—(w"2))"2 +
(bid~2)x(w"2)))~(1/2);

mod (cont2)= mod(cont2) + mod(cont2)xe2;

freq (cont2)=w;

cont2=cont2+1;

end

scatter (freq, mod, 30);

hold on;

x=linspace (0 ,wmax);

mod_ideal= (((aid™2)4+(bid"2)x(x.72))./((aid—(x.72)).72 +
(bid™2)x(x.72))).7(1/2);

plot (x, mod_ideal);

grid on;

Tempo médio de execucao foi de 0,05 segundos.
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